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Premiére partie

Enoncé de la formule de Frobenius

1 La formule de Frobenius

1.1 Rappels et notations
Définition 1.1 On dit que A = (A1,..., ;) est une partition de Uentier d si \y > ... > M\ et

k
> xi=d.
i=1

Soit A = (A1, ..., Ax) une partition de d.
On lui associe un diagramme d’Young que 'on numérote comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 1.1 d =12 et A = (5,3,2,1,1).

112[3[4]5]
67718
9110

11

12

Notation 1.1 On introduit ensuite les ensembles :
— P\ ={g € Sq | g stabilise chaque ligne}
- Qx = {g € Sq | g stabilise chaque colonne}
— L’algébre A = @ Cey 0u la multiplication est définie par la distributivité et par la relation

g€Sy
€s€o’ = €goo’

On définit ensuite ay = Z e, et by = Z e(o)e, ou € est la signature. Et on pose V\ =
o€Py gEQA
{zaxby | z € A}.

Sd — GL (V)\)
o +— (xz — e,x)
de Sy et ce sont les seules a isomorphisme pres.

Théoréme 1.1 L’application p) : ( ) est une représentation irréductible

Exemple 1.2 Prenons A = (d). On a alors immédiatement Py = Sy et Qx = {id}. Ainsi
ay = Z e, et by = e;q. On a alors :
o€Sq

V1 €Sy eray = Zemg: Ze(,:cb\

oESy o€Sy

On en déduit alors que V) = Cay et que Uon a trouvé la représentation triviale.

1.2 La formule de Frobenius

On fixe ici A une partition de d. Soit 1, ...,z k variables indépendantes qui commutent (ot
k a été défini précédemment)

Notation 1.2 Si F = F (z1,...,xk) est une série formelle en les variables x1,...,x, on notera
: 1 Ly
[F];,....1, le coefficient en ai' ... x}* dans F.

Notation 1.3 Sii= (i1,...,%4), on pose
fa
d k _
. ; K2
P(Z):H E r§ =(x1+... ) (a2
a=1 \j=1



Notation 1.4 On pose A = H (x; — xj)
1<i<j<k

Notation 1.5 Sii = (i1,...,1q4), on définit C; comme l’ensemble des permutations qui comptent
i1 orbites de cardinal 1, ..., i orbites de cardianl k. C; forme alors une classe de conjugaison.
Notation 1.6 On pose l; = i +k—ietl=(l1,...,l)

Théoréme 1.2 Formule de Frobenius. Sii = (i1,...,i4), on a

VoeC  xal(o)= [AP@L

Exemple 1.3 Vérifions la formule de Frobenius pour la représentation triviale. On a vu précé-
demment qu’elle correspondait & A = (d). On alors alors k=1,1= (d) et A =1 On calcule

L)

P(z-) = H .%'(f‘i“ =4
a=1

d
Soit 0 € Sq, on a alors 0 € C; avec Zaia =d et donc APW = z¢ et x\ (0) = 1, ce qui est

a=1
rassurant.

2 Application - Formule des crochets

2.1 La dimension des réprésentation irréductibles

Théoréme 2.1 La dimension des espaces irréductibles est donnée par :

d!
dimVy = —— [[ @-1)

I 1)
1 ki <ici<k

Démonstration. On sait que dim Vy = x» (e) = [AP@] . Or
l

1 z ... :c’,z_l

A= 1 L= (o) T
1 = ... :r’ffl oSk

d d! 1 Tk
r1+...+rp=d
On en déduit que le coefficient recherché vaut :
d!

2 () h—o(k)+ D)l (h—o()+ D!

og€Sy

h'dilzk' S @ [Jl=1. i —oth—i+1)+2)

o€S i=1
Posons m; ; =1; (I; —1)...(l; —i+2) et 7(:) =k + 1 —4. On a alors 7 € Sk et

k k
. d! d!
dimVy, = 7l1! L Z e(o) H My oor (i) = 7l1! T Z e(o) H Mer(3),0(i)
i=1 i=1

o€Sy €Sy

PR
) d! d!
dimVa=gr g0 M) 1cicn ToTgn 1

1<j<n I PR L

On utilise & nouveau 'expression du déterminant de Vandermonde :

, d!
dimVa =gy 1T =)
1<i<j<k



2.2 Une autre formulation

Définition 2.1 Soit une case dans le diagramme de Young (que l’on repérera par la suite par le numéro
de sa ligne et sa position sur cette ligne). On appelle crochet de cette case 'ensemble des cases situées sur
la méme ligne et & droite (au sens large) ou sur la méme colonne et en dessous. On appelle longueur du
crochet le cardinal de cet ensemble.

On notera Lixyuk,1) la longueur de crochet correspondant & la case (k,1) et L(xy le produit de toutes ces
longueurs.

Exemple 2.1 Reprenons le premier exemple, qui donne le tableau suivant :

6[4]2]1]
3[1
1

BEECE

O’I’L a 1cl L(/\)(Q,g) =3 et L()\) = 62208
Remarque 2.1 On a immédiatement Lxyi,1) = li

Théoréme 2.2 La dimension des espaces irréductibles est donnée par :

d!
dimVy = —
Ly
Démonstration. Etant donné le précédent théoréme, il suffit de montrer que :
Il !
Loy =~
I @-w
1<i<j<n

Procédons par récurrence sur Ap.
SiA1 =1l alorsona A= (1,1,...,1) et L = (d,d—1,...,1). Ainsi a i fixé, on peut écrire S E—

[Tw-u)

3>i
Gt =d—it+letdonc [[ (i—1;)=d =L,
1<i<j<n
Sinon, on a A = (A1,...,Ax). Notons alors p le plus grand entier tel que A\, # 1 et considérons la
partition A’ = (A1 — 1,...,Ap, — 1). On a le schéma suivant.
L& [ Lovaa |- [ Lo |
: : : : [Lovaa [ [ Lovaan |
o Iy Lovea [ [Loen J| . o : : :
lpt1=k—p : : :
: [Lovea [ [ Tooeow |
On a immédiatement 1’égalité suivante :
k
Loy = Lon [T
=1
Et on peut calculer I; =X\, +1+p—i=1; — (k+1—p)
Comme ) reléve de ’hypothése de récurrence on obtient :
P
[l = (k+1-p)! [[ut-k+1-p1
L(A) — =1 Hll — =1 H ll
I -1, = I -1 S
1<i<j<p 1<i<j<p
Fixons alors ¢ entre 1 et p. On peut écrire :
Lilli — (k+1—p))! L &
illi —(k+1—p)) = =
R VI T ) R
IT ¢-w)
Jj=p+1
Ce qui donne en réinjectant le résultat voulu. |



Deuxiéme partie
Polynomes symétriques et antisymétriques

Dans tout ce qui suit, polynéme signifiera polynome homogéne en les variables x1, ...,z

1 Préliminaires

1.1 Deéfinitions

Définition 1.1 P est un polynéme symétrique si :
Vo € Sk, P(x1,...,21) = P Zo1y, .-y To(k)
On notera Symq espace vectoriel des polynémes symétriques de degré d.
Définition 1.2 P est un polynéme antisymétrique si :
Yo € Sk, P(z1,...,2) = €(0)P Zoys-- s To(k)

On notera Ansq l’espace vectoriel des polynémes antisymétriques de degré d.

Notation 1.1 On pose A = H (zi — xj)

1<i<j<k

A ; k(k—1)
Remarque 1.1 A est un polynome de degré —5—.
1.2 Premiéres propriétés

Lemme 1.1 Soit P un polynéme antisymétrique, alors P est un multiple de A.

Démonstration. Il suffit de prouver, par exemple, que (z1 — x2) divise P.
Définissons alors pas,...,z;, (1) = P (z1,...,%%) qui est un polyndme a une seule variable et effectuons
la division euclidienne de p par (z1 — z2).

P(@1,...,2k) = (¥1 — T2) Gu,..ooop (T1) + Tag,o iy, (1)

Le fait que le coefficient en z; dans le diviseur est 1 prouve, en examinant I’algorithme de division eucli-
dienne, que le dépendance de q et de r vis-a-vis des variables 2, ..., zy est polynoémiale.
D’autre part, le dégré de r est strictement inférieur & 1, donc on peut écrire I’égalité suivante :

P(z1,...,z1) = (x1 —22) Q (21, ..., 2k) + R (z2,...,2k)
En faisant désormais i 1 = x2 7, on obtient le résultat recherché. g

Lemme 1.2 Le produit de deuz polyndmes symétriques est un polynéme symétrique. Le produit de deux
polyndmes antisymétriques est un polynome symétrique. Le produit d’un polyndme symétrique et d’un
polyndme antisymétrique est un polyndme antisymétrique.

Symd — Ansd+k(k271)

(@) déduit :
n en déduit que ¢ P . AP

> est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2 Bases de Symq et de Ans rx—)

2

2.1 Définitions

Q) désigne ’ensemble des partitions de 'entier d en longueur k que ’on ordonne par 'ordre lexicogra-
phique.
Soit A € ©. On définit tout d’abord la relation d’équivalence suivante sur Sy :

c=o (mod )\) = Vi € [[l,k']], Ao’(i) = )\G/(l')

On peut alors poser :

b No(h
My = E T, m...azk ()
oc€SK/A



(Intuitivement, si plusieurs termes identiques apparaissaient dans cette somme, on n’en a gardé qu’un
seul).
On vérifie alors facilement que My € Symg et que la famille (M)\)Aeﬂ forme une base de Symag.

Si A € Q, on définit \' par \; = \; + k — i. Ceci permet intuitivement de transformer une suite
décroissante en une suite strictement décroissante gardant des propriétés analogues. Pour A € 2, on définit
alors :

A Mok
Ny = Z e(o)z, "M a7

ocEeSy
On vérifie alors facilement que Nx € Ans, xx-1 et que la famille (N)),co forme une base de
2

Ansd+ k(k271) .

On définit finalement Sx comme étant I'image réciproque par ¢ de Ny. La famille (S)), ., forme alors
une base de Symg appelée base de Schur.

2.2 Matrice de passage de M), a S,

Définissons tout d’abord la permutation s € Si par s(i) = k+ 1 — 4.
Soit A € Q. Calculons :

GO =3 D enay T e

TESK cE€ESK/A

_ Z Z E(T)xiam(lﬁr”(l%l . "mszs(k)+Ts(k>71

TESK cE€SK/A

car si 0 =0’ (mod )), alors o7s = o'7s (mod \)

SL)=e(s) D | D emay 0TI gperm O

c€SK /X \TESE

Py

Trions alors les exposants, c’est-a-dire définissons o’ de telle sorte que
)\50/(1) —+ O’l(l) —1 > ... > Ao’a’(k) —+ O'/(k) -1

S’il y a une égalité, alors il vient P, = 0.
Sinon, on pose i = Aoor(s) +0' (1) — 144 —k. On a alors u € Q et P, = €(c’)N,.

Montrons alors que 1t < A. On a p1 = Ayor(1y +0' (1) —k < At
——
<X\ <0
>\O'O'/(1) = )\1
ad(l)=k
Et donc g2 = Agor(2) +0'(2) — (K — 1) < Ao
—_—

Si on a I’égalité, on en déduit que

<Az <0
Ainsi de suite, on prouve que g < A

D’autre part, montrons que Ny apparait une seule fois.
En effet, si P, = £N,, d’aprés I’étude précédente et en reprenant les notations précédentes , il vient :

Ao'cr’(i) =\

Vi€ LA o) =k+1—i

Autrement dit 0’ = s et 00’ = id (mod \), ce qui donne o = s (mod \) et prouve l'unicité.
Réciproquement si on premd o = s, on peut alors choisir ¢’ = s et puis u = \.
De plus, le coefficient qui apparait est alors donné par €(s)e(c’) = 1.

L ez

0",

Ainsi la matrice de passage de (Sx) & (M») a la forme suivante :

(on a ordonné les bases par l'ordre induit par les partitions de 2)



En inversant cette matrice, on trouve la matrice de Kostka, matrice de passage de (Mx),.q & (Sx),cq-
L ez
0 .

K=

Ce qui s’écrit également S, = Z K M.
AEQ

Théoréme 2.1 Soit P € Symg, alors [P]x = Z Ku\[AP),.
neQ

Démonstration. On a AP = Z[AP}u/Nu et donc en prenant I'image réciproque par ¢, il vient :

HEQ
P aRs =3 X Ralarly )
HESR AEQ  pen
D’autre part, on a P = Z[P}AMA, ce qui fournit le résultat en identifiant les coordonnées. O

AEQ

3 Une formule d’orthogonalité

3.1 Séries formelles

Définition 3.1 Une série formelle en les variables x1,. .. ,x, est la donnée d’une application f de NF
dans C. On la notera :

F= Z f(alv"~7ak)$?l...$(:k

,,,,, ap) = fla1,...,0n) et [Flg = Z flay,...,ap)zft . zlk
ar+...tap=d

On notera [F|(q,

Définition 3.2 Soit F une série formelle en les variables x1,. ..,z telle que [F]o,... 00 = 0. On définit
alors :
1. 25 =14+F+F+. . +F"+...

2 log(l—F)=F+ 5 +. .+ ¢ .

n

3. eap(F)=1+F+ £ 4 4L

n!

Remarque 3.1 Le fait que F' ne posséde pas de terme constant prouve que la 7 valuation z de F* tend
vers infini lorsque k tend vers Uinfini et donc les sommes précédentes sont bien définies.

Proposition 3.1 On a les relations suivantes :

1. = (1-F)=1

1

2. exp Z Fn> = H exp (Fy) sival (F,) tend vers linfini quand n tend vers linfini.

neN neN

3. log H 1+ Fn)> = Zlog(l + Fy) sival (Fy) tend vers linfini quand n tend vers l'infins.
neN neN

4. exp(log(1-—F))=1-F

Remarque 3.2 Une série formelle en les variables x1,...,Tk,y1,...,Yr peut étre toujours considérée
comme une série formelle en les variables x1,...,xK, et a coefficients dans l’ensemble des séries formelles
en les variables y1,...,yr (ou le contraire).



3.2 Une formule d’orthogonalité

:|d,d

Démonstration. Notons M la matrice suivante

Lemme 3.1 On a lidentité suivante :

1

0,3

1
1 — 2y,

Montrons tout d’abord que det M =

0]
Pour k = 1, le résultat est immédiat.

A(z)A(y)
[0 -z,

= Sa(@)Sx(y)

AEQ

1 —zy;

. Pour cela on procéde par récurrence sur k.

Sinon, en soustrayant la premiére ligne a chacune des autres, on obtient,

1

1

1—z1y1 l1—z1yg
T2 —T] Y1 T2 —x] Yk
1—z1y1 1-z2y1 1—z1y, 1-22y)
det M =
Tp—T1 Y1 Tp—Ty Yk
1—zi1y1 1—zy 1—ziy, 1—zRyk
(car 1 1 o r; —I1 Yj
1-— TiYj 1-— T1Yj 1-— T1Yj 1-— ZTilYj
1 1
k k Y1 Yk
1 1-z2y1 1-z2yp
det M = ||17 lei—xl
XU
j=1 1Y; =2 . .
Y1 Yk
1-zpy1 1-zpyk
8
Pour calculer ¢ on soustrait la premiére colonne, on obtient alors :
1 0 0
Y1 Y2—Y1 1 Yk —Y1 1
5 1—z2y1 l—zayy 1—zay2 1—zayy 1—zayy
Y1 Y2—Y1 1 Y —Y1 1
1-zpy1 l—zpyr 1—zpy2 °7° 1—zpy1 1-Tkyk
(car —% ¥ _ ¥~y 1
1-— TilYj 1-— TiY1 1-— TiY1 1-— TilYj
k 1 k 1—zay2 1—zoyy
= 1) Tlw-w
i=1 v j=2
1-zy2 1-zpyk

d’otlt, en regroupant, I’hérédité de la récurrence.

Remarquons également que det M est une série formelle en les variables z,..

Tk, Y1y Yk SOlt

A € Q. En développant le déterminant, on voit que si I’on considére det M comme une série formelle en y

seulement :
7t
[det M],, =

Al
Ty

k
Ty

A
Ly,

Ni(z)

Or [det M]d+ k(1) 4 k(E—1) est un polyndéme antisymétrique en y donc on a ainsi trouvé sa décompo-
At

sition sur la base (Ni),.q ce qui permet d’écrire :

[det M1, sn) 4 moon) = > Na(@)Na(y) = A@)A(y) Y Sa(@)Sh ()

AEQ

Finalement, en comparant les deux expressions de det M, on obtient bien le résultat proposé.

Notation 3.1 Posons maintenant :
- P() =z +... +al
- PO = p ... P, avec i = (i1,...

~ (i) = [AP(”]A/

yid)

AEQ



Théoréme 3.1 On a la formule d’orthogonalité suivante :
1
VA € Q Zm A(Dwp (i) = dapn

(ot § est le symbole de Kronecker)

d
Remarque 3.3 Si i = (i1,...,14) ne vérifie pas Zqiq =d, alors wx(i) = 0. Donc la somme écrite
a=1
précédemment est en réalité finie.

Démonstration. Calculons la quantité suivante :
1 1
log [T ) =22 (22 7 (@mvn)’ Z Pi(x
m,n mYyn m,n >1 >1
Donc en pernant l'exponentielle de chaque coté, on trouve :
1 S S
H =TTewr (R@AG) =TT (3 5y RE@) (Rw)
1—Zmyn 38!
1>1 1>1 \s>0

(Ce produit existe bien car on vérifie que pour calculer un coefficient, il suffit de faire un nombre fini
d’opérations).

En regardant maintenant les coefficients de degré d en x et en y, on trouve :

1 1
— P(l) P(l) S (
S Y
m,n d,d

AEQ

Oron a P9 = Z wx(2)Sx, d’ott le résultat en identifiant les coefficients des deux membres de ’égalité
PYEry)
précédente dans la base (SxSyu), ,cq- O



Troisiéme partie

Démonstration de la formule de Frobenius

1 Préliminaires

On pose wi (i) = [AP“)} ol [ est associé a A\ par la relation I; = \; + k — 1.
l

On ordonne les partitions de d de longueur k par 'ordre lexicographique (qui est total). On notera 2
leur ensemble.
On admettra les deux résultats suivants :

Résultat 1.1 Si P est un polynome symétrique en les variables z1,...,xk, alors
[P]A = Z Ky [AP](M1+,€71 ..... wi)
HEQ

o0 Ky €Z, Kxx=1¢et (u< )= (Kux=0)

Résultat 1.2 Si A\, p € Q, alors

1 . .
Y @) =0
i=(i1,..0q) g
| | q Yig!
g=1

ow § est le symbole de Kronecker.

d

Remarque 1.1 On voit aisément que si Zqiq #d alors wx(i) = 0, ainsi la somme précédente est en
q=1
réalité finie.

2 Preuve de la formule de Frobenius

Remarquons tout d’abord que P est un sous-groupe de Sq4. Ainsi on peut considérer Uy = @ Ce,

o€Sq/ Py
On peut alors définir la représentation suivante :

Vh € Sy he Z Coto | = Z Co€ho

oc€Sq/Px o€Sq/Px

On remarquera que le fait que (0 = 0’) = (ho = ho’) prouve que la définition ci-dessus est correcte.
Notons ¥y le caractére de cette représentation.

d
Soit h € C;. On peut écrire Zqiq =d

q=1

d
Posons c= o € Sqloha ™ =h =[] ¢,
a=1

Lemme 2.1 On a ¥a(h) = NI |Ci N P|

Démonstration. Remarquons tout d’abord que :

1 _
Ya(h) = |{o € Sq /P |ho = o}| = B ° € Syloha™" € Py
A

Soit A’ € Sj.
Si b/ € C;, alors il existe 7 € Sq tel que B’ = 77 'h7 et donc on a Péquivalence suivante :

ocho ' =1 & (or)h(oT) " =h

Ainsi il vient o € Sylohe™' =h = o€ SiohaT'=h =c
Sinon on a directement o € Sd|ah0_1 =K =0
On en déduit directement la formule voulue. O

10



Remarque 2.1 Ceite méthode prouve également que |C;| = Sal — ddil
[[4"
q=1

c

Lemme 2.2 Ona|CiﬂP/\|:ZH d

ot la somme est étendue auzx Tpq vérifiant

Remarque 2.2 7y, représente intuitivement le nombre de cycles de longueur q pris dans S,
Lemme 2.3 On a ya(h) = [P(i)}
A

Démonstration. On fait d’abord les simplifications suivantes :

) = 35— = D[] - S

k k
[T H H
Pq Pq

I
e

D’autre part la formule du multinéme donne :

k q :
2 :xq _ e
p k
p=1
aT1gs-qTkq | | Tpg!
p=1

k
si on impose Z Tpq = iq (les autres coefficients étant nuls).
p=1
La défintion de [P(i)} donne d’autre part :

d k ta
], -1 2
q=1 p=1 qrigs---»9Tkq

(ol la somme est encore étendue sur le méme ensemble que précédemment).
On obtient ensuite par identification la formule désirée.

Le premier résultat admis permet alors d’écrire :

= Z Kquu( = LU)\ + Z Kp,)xwu

HEQ w>A

Décomposons alors Uy en représentations irréductibles. On obtient ainsi la formule suivante : 1 (

ol nyy € N

Ainsi on obtient wx (4 Z nuaxu(h) — Z K wu(i)

HEQ >
On montre alors facilement par une récurrence descendante que :

i) = Z mu/\Xu(h)a mux €Z
peQ

La relation d’orthogonalité des caractéres fournit (wy,wy ) Z mu/\
pEQ
D’autre part, on a par le deuxiéme résultat :

@G =g X (Cleei =1

1=(11,...,0q)

Ainsi on en déduit qu’il existe u tel que wx = £x,

11

Z nuaXu(h

pneQ



Lemme 2.4 ] existe un morphisme injectif de G-module de V) dans Uy.

Démonstration. Montrons tout d’abord que V) = Aaxbx et Abxay sont G-isomorphes. En effet, soit
¢ : (x — zayx). On a bien ¢ lingaire et on vérifie que :

¢ (kex)=¢(erx) = erzar =ke (zar) =k e d(x)

D’autre part Im¢ = Aarbran — Aarbrarby = Aaxbx. Donc ¢ n’est pas I'application nulle et donc
c’est un G-isomorphisme d’aprés le lemme de Schur.

Abxax — U}
Considérons alors 'application ¥ :
E cgeg | X — E Cg€q
gESy gESy

Si Z cgeq | ax = 0, alors en projetant sur e, il vient Z Cop—1 = Z ¢, = 0 et donc Z cgeg =0,
gE€Sy kePy, k€a Py geSy
ce qui prouve que ¥ est bien définie.
1 est clairement linéaire et on montre (de méme) que ¥ est injective.
Finalement, on a

P ke cheg ax | =9 chekg ax :cheazkow cheg ax

gESy gES gESy gESy

Ce qui montre que ¥ est un morphisme injectif de G-module et prouve le lemme. g

Montrons maintenant par une récurrence descendante que xx = Wx

Le cas A = (d,0,...,0) a déja été traité.

Sinon, on a vu que V) s’injecte dans Uy donc il apparait dans la décomposition en représentation
irréductible, ce qui se traduit par nax > 1.

Or on avait ¥\ = Wy + Z Kw, = Z NuAXp
> HER
Do il vient, par I’hypothése de récurrence, :

hy = wx + Z Koxu = Z NpxXp

> HES

On en déduit, en projetant sur x que wx = X, ce qui démontre la formule de Frobenius.
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