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Enoncé :

Soit » un entier supérieur ou égal & 1. On considére X, ..., Xon_1, 2” — 1 n-uplets d’entiers
relatifs. Montrer qu’il existe un n-uplet d’entiers relatifs X tel que pour tout ¢, le segment ouvert
qui relie X a X; ne passe par aucun point & coordonnées entiéres.

Démonstration :
Remarquons en premier lieu que le cas n = 1 est trivial. On supposera donc n > 2.

Fixons tout d’abord quelques notations. On va noter X = (z1,...,2,) et X; = (231, .., Tin)-
La condition énoncée peut se redire de la fagon suivante :

Vi € {1,,2” - 1}, Png($1 —Tily--3Tn *wi,n) =1
ce qui est encore équivalent a :

Vie{1,...,2" — 1}, Vp premier, (x1,...,%,) Z (Xi1,...,Tipn) (mod p)

Notons maintenant py le k-iéme nombre premier et essayons de résoudre ce systéme de congruences
en se limitant aux s premiers nombres premiers, avec p; ...ps > max|z; ;|. On obtient :

(w1, 20) = (Y1,1,- -+, ¥1,n)  (mod py)
(T1,...,xn) = (Y2,1,---,Y2.n) (mod pa)

(5):
(1, @n) = (Ysay-- - Ys,n)  (mod py)

ot (Yk1,--->Ykn) Z (®ia,...,Tipn) (mod pg) pour tout k et pour tout . A k fixé, il existe donc
au moins pj — 2" + 1 possibilités différentes modulo pi pour le choix de (Yx1,...,Ykn). Ainsi il
existe au moins :

A= wr-2"+1)
k=1
systémes de congruences classiques qui fournissent une solution de (.5). D’apres le lemme chinois,
4 chacun d’entre eux correspond une solution telle que pour tout i, 1 < x; < p1...ps.
La derniére inégalité prouve que si p est un nombre premier plus grand que p;...ps, alors
(x1,...,2n) Z (®i1,...,Tipn) (mod p) (car sinon il y aurait réellement égalité et il y aurait déja
égalité modulo 2 par exemple, ce qui est supposé faux).

Reste donc a étudier les nombres premiers compris entre ps et p; ... ps. Soit donc p un nombre
premier compris entre p, et p; . .. ps. Le nombre de n-uplets pour lesquels la condition de congruence

modulo p n’est pas satisfaite est majoré par (2" — 1) (1% + 1). Ainsi le nombre de n-uplets qui



vont étre rejetés par les conditions de congruence modulo p, pour p; < p < p;...Ds, Sera majoré

par :
Bi=@2"-1) Y (M+1>

p premier p
Ps<p<p1i-.-Ps

®

Il suffit pour conclure de prouver que Bs; < A pour s suffisamment grand. C’est ce que nous
allons faire.

On a d’une part :

: T PE\" 3 (D1 ps\"
As — 7 271, 1 2 (7) — (7 . 7)
[T +1) 3 2\3 3
k=2 k=2
et
P1---Ps
n 1 n 3/2
Bs <2(2 1) (pl ps) - <4(2 _1) (pl pe)
=t
p
Ainsi :
A pn73/2 pn73/2
BS >C 13n S3n ou C est une constante ne dépendant que de n

et cette quantité peut étre rendue arbitrairement grande dés que n > 2.



