Un systéme physique présenté a la Villette
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1 Présentation du systéme physique

Le systéme physique se présente sous la forme d’un moulin & n pales. Au bout de chaque
pale est placé un récipient contenant de ’eau. Le poids de ’eau fait alors tourner le moulin.
D’autre part, un systéme extérieur (en l'occurrence une chute d’eau au sommet) permet de
remplir ou de vider certains récipients. On supposera que la vitesse de remplissage ne dépend
que de la position du récipient. Le but de ce papier est de décrire I’évolution du systéme.

On supposera en outre que le mouvement du moulin a lieu dans un plan vertical. Toutefois,
s’il n’en est pas ainsi, il suffit de projeter le systéme dans un plan vertical pour se ramener
a ce cas. Ceci a juste pour conséquence de réduire la longueur des pales du moulin.



2 Mise en équation et simplifications

2.1 Etude générale

On numérote les récipients par les éléments de Z/nZ. On note Vj, le volume d’eau contenu
dans le k-iéme verre et 6 I'angle que fait 'horizontale avec la pale portant le 0-iéme verre.
Pour modéliser la chute d’eau, on introduit une fonction f 2w-périodique vérifiant :

Vi _f( 2k7r>
n

D’autre part on note J le moment d’inertie de ’ensemble que I'on peut supposer constant,
(en considérant que le poids du moulin est grand devant celui de 1’eau). On introduit égale-
ment [ la longueur d’une pale, g 'accélération de la pesanteur et p la masse volumique de
I'eau. Le théoréme du moment cinétique donne alors 1’égalité suivante :

d*0 2k
J% = Z —lpgVy cos (0 + —)
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ce qui peut également s’écrire, en posant o = '”ZTQ,

d29:—0¢ Z Re (Vke( nw)>

dt?
keZ/nl.

On pose alors u = Z Vke%f?r afin d’obtenir :

keZ/nZ
d*0 i
o= —aRe (u.e 0) (1)
On calcule alors :
it Z ¥ <9+2k:_7r) ¢ (6+57)
kEZ/nZ

On suppose alors que n est grand afin de pouvoir remplacer la somme de Riemann par
son intégrale (voir plus loin). L’équation devient alors :

du N 719
dt

/ f(x)e™dr = n(a+ib)e ™ (2)

oua——/ f (z) cosxdx etb——/ f (z)sinzdzx.



On pose désormais v = ue et w = fl—f. Les équations 1 et 2 fournissent le nouveau
systéme différentiel suivant :

dU du i0 . . . .
%_E'e +dvw = n (a +ib) + jvw
C;—C: = —aRe (v)

On écrit ensuite v sous la forme v = x 4 1y ol x et y sont des réels. Cela donne :

(dx
— =na — Yyw
dt Y
d
d_:Z =nb+ zw
dw
— = —ax
\ dt
En multipliant la deuxiéme équation par «, on obtient :
dy dw
22— anb — anb — w2
adt anb + arw = an wdt

que l'on peut intégrer. On trouve :

2
ozy:ombt—%%—k

ol la constante k est donnée par les conditions initiales.

On multiplie alors la premiére équation par (—a) :

- + (o)
—— = —Oona o w
dt y

d*w w? w?
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2.2 Casoub=0

Notons tout d’abord que ce cas se produit lorsque la fonction f est paire, c¢’est-a-dire
lorsque la répartition de I’eau présente une symétrie par rapport a I’axe horizontal.



L’équation différentielle devient alors :

d*w 3
W = kw — ? — ana
On multiplie alors I’équation par Cé—“;, ce qui permet, d’intégrer :
1 [dw)? w? oWt
= =k———— C
5 < dt) 5 3 anaw +

2.3 Casoub#0

Dans ce cas, on a anb # 0 et on peut donc effectuer le changement de variable z =
k 4+ anbt. Autrement dit, on introduit la fonction h définie par h (k + anbz) = w(x). En
dérivant deux fois, on obtient :

d*w d*h

2 (@) = (anb) T (

T2 k + anbx)
x

Ainsi la fonction h vérifie I’équation différentielle suivante :

d*h h3
(anb)? ) (k + anbx) = (k + anbx) h (k + anbz) — > (k + anbx) — ana
x
soit encore :
d*h 1 h3 a
) = —QZEh — 5 5
dx (anb) 2 (anb)®  anb
On effectue ensuite le changement de fonction y = ﬁi‘ On calcule alors :

d*y 1 d*h 1 h3 a 1

a
S == = xh — — = Ty —y° — ———
dz?  anby/2dz?  (anb)’ /2 (anb\/i)3 a2n?b3v/2  (anb)? vy a2n2b3+/2

On pose finalement § = W et n = m pour obtenir I’équation différentielle :

y' =By —y* —n



3 « Résolution » de I’équation différentielle

4 Discussion des approximations

4.1 Intégrale de Riemann
4.1.1 Le probléme général

Le probléme général est le suivant : on considére f une fonction continue de [0, 1] dans
R. On aimerait estimer I'erreur que l'on commet lorsque I'on remplace ZZ;S f (%) par

Jo f (@) dx

On a tout d’abord :

e(n) =

3 f(g) —/ff(x)dw

1 k 1 n
/ (—) - [ @] <X
n 0
k=0
On utilise alors le premier théoréme de la moyenne qui prouve l'existence de réels ¢ (pour
k compris entre 0 et n — 1) compris entre 0 et % vérifiant

k41

/f f(x)dx:f(ngck)
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Pour pouvoir continuer, on aura besoin de supposer que f est dérivable. On peut alors
utiliser le théoréme des accroissements finis qui améne a 'inégalite suivante :

5 Eafr(t)

k=0
ol dy est un réel compris entre 0 et ¢, et donc a fortioti entre 0 et %

F(Era)|— [ 1 @i <o

On a donc lestimation :

n)gz

k=0

4.1.2 Cas ou f est dérivable

Ainsi, on peut écrire :
n—1

1
)< =
n

k=0



On en déduit que si n est suffisamment grand I'approximation faite dans le calcul n’est
pas trop mauvaise et d’autant meilleure que la fonction f varie lentement.

4.1.3 Un cas particulier

On revient ici a une fonction définie sur R et 27-périodique et on s’intéresse a la somme
suivante :

Le cas particulier que nous allons étudier est le suivant. Soit n un entier supérieur ou
égal a 3 et f la fonction définie sur [0, 27 ] par :

f(x):'l}o Sle[g—g’%_F%[
f(x)=0 sinon
que l'on prolonge par periodicité a R tout entier.
On calcule alors :
1 o ) () g+% 3 /L"U
o [ = 2o [T = M ()
2m Jo o . s - p
On pose alors : |
niv T
h (9) = o Sin (—) 6710
™ n

Il s’agit maintenant de comparer les fonctions g et h sur R. Cependant elles vérifient

toutes deux )
© (9 + %) = 7 (0)

I1 suffit donc de les comparer sur un intervalle d’amplitude 27, par exemple I = [% -2,
Or sur I, on a g (0) = ivg. 1l s’agit donc de majorer :
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On remarque que dans ce cas, 'approximation est excellente (bien que la fonction ne soit
pas dérivable).



